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FINAL SINAVI CEVAPLARI

Soru 1. Her z,y € R ve z = x + iy € C igin,

tanz +¢tanhz

(8) tan((1 +i)(z +y)) = 1 —itanztanhz’

1 1+2
(b) arctanh(z) = 3 log (1 — z)

oldugunu gosteriniz ve
(c¢) tanh(z) = i denkleminin koklerini = + iy formunda elde ediniz.

Coziim: z = z + iy ve tan(iz) = itanh(z) olmak tizere
(a)
tan((1+14)(z +y)) = tan(z + iy + i(z — iy))
= tan(z + i2)

tan z + tan(iz)

1 — tan z tan(iz)
tanz + ¢tanhz

1 —itanztanhz

dir.
(b) w = tanh™! z olmak {izere

sinh w eW —e W e2w — 1
z =tanhw = = ==
coshw e¥+4e™w e‘w +1

ve buradan
Z(€2w+1> |

ow 211

c 11—z
1
2w log e = log <Z+ >
1-=2

_11 (z—i—l
e A

1 z+1
tanh™' 2z = = 1
an z 20g<1_2>

N—

dir. Boylece

olur.

(¢) Ters hiperbolik fonksiyonu her iki tarafa da uygularsak
z =tanh™! z = tanh ™1 (3).

(b) sikkindan

1 141
tanh~1(i) = =1
anh™ (1) 20g<1_i)

1
9 log (i)

bulunur. 7 igin log tanimimi r» = 1 ve © = 7/2 ile kullanarak

log(i) = In1+i <g + 2nﬂ'> =i (;r + 2n7r> (n € 7).

(5] )

elde edilir. O halde n € Z igin.
z =tanh™1(i) =

dir.
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Soru 2. u(z,y) =1In (1‘2 + y2) fonksiyonunun harmonik oldugunu gosteriniz ve harmonik eglenigini bulunuz.
Coziim:

(b) u(x,y) = In (22 — y?), i¢in

Uy = m722_f_cy27 Uy = 73522_3212
_ 2(y’—a?) _ 2@y’

tor = gy T gy

dir. Boylece

2 (y2 —a:z) N 2 ($2 —y2)
$2+y2 $2+y2

bulunur. Yani v harmoniktir. Cauchy-Riemann esitliklerinden

AU = Uy + Uyy = =0.
Uy = Vy, Vg = —Uy,

dir. vy = 7%= oldugundan

+
/ 2 dy = 2arctan 2 + ()

v = &5 = Zarctan — X

x2+y2y T g

bulunur. Buradan

-2y ’
Vg = x2+y2 +g (x)
ve boylece v, = —u, oldugundan,
—2y oy T2
22+ o2 +g(r) = 22+ 42
g'(z) =0

glx)=c ceR
bulunur. Buradan u fonksiyonunun harmonik eglenigi
_ Y
v(x,y) = 2arctan =
x

foksiyonudur.

Soru 3. Agagida verilen « egrileri boyunca

/ zdz
.

(a) ~ : pozitif yonlendirilmig koseleri A =0, B =1+ ve C' = —2 olan iiggen

egrisel integralini hesaplayiniz.

(b) ~ : pozitif yonlendirilmis |z — i| = 2 ¢emberi
Coziim:
(a)
/Zdz —/ zdz + zdz + zdz
~ BC CcA
_/ HL T+ Dd(t(1+ 1))

+/‘1—¢X1+0—2m«1—ﬂﬂ%w)—%)

+/"—21—t _o(1— 1))

1
_/,%ﬁﬁi/ ((2i — +1mmv+/‘qt—1mt
0
—1 4 (2i—4)+5-2=2
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(b)

/O e (z + ze”) - /0 i (—i T ze*“) eitdt = 8ri.

Soru 4. Asagidaki integralleri hesaplayiniz.

sin z sinh z x 1

a) [l.=s md'z b) Jizj=1 mdz ) JZ dzx

T2 —sinx — cosx

Coziim:
(a) Cauchy integral formiilii

f(n) (20) = L‘ /O (z_fiz;"“dz‘

2

formiili kullanilirsa f(z) = sin z fonksiyonu C tzerinde analitik oldugundan

f(6)(—1)—6!/ sin z _6!/ sin z
2w Jo (2 — (1)1 271 Jo (2 + )T

dir. Boylece f((z) = —sin z oldugundan

/ sin 2z / sin 2z 21 . (—1) 2msin(1)
— = — = —— _sin(—1) = ———%4
c(z+1)7 c (z—(—1))6+1 6! 6!

olarak elde edilir.

(b) _ _ .
/ sinh z dz = / (sinh z)(z —z) &
lz=—2|=1 (22 — 22) |z—2|=1 z

= 27 ((sinh 2)(2)72)’

8cosh 2 — 4sinh 2
=i
9 16

(c) z = €' olmak iizere dz = ie*dx,dr = —idz/z dir. Boylece 2z = (14 v/2/2) + (1 +v/2/2)i ve
2o = (1 —+/2/2) + (1 — v/2/2)i ile gosterilmek {izere

4 dx [T dx
—x2—(cosz +sinz) /,7r 2 — (e 4 e7®) /2 — (et — e~ /(20)
_ —idz
e 22— (24 1) /2 - (22— 1) /(24)
dz
Ul Ty ¢ g o
dz

=61 lzl=1 (2 — 21) (2 — 22)

_2mili=1) s

22 — 21

olarak elde edilir.
Soru 5.

sonucunu kullanarak

integralini hesaplayiniz.

Coziim:
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1 T dei’&
/ 2 dz :/ 200 0
lzj=1 2 — 8z + 1 _gx 4 — 8eW + 1
T eiﬂ
- Z/_ﬂ €20 — 8t 4 1d79
T 1
:Z[weiﬁ+e—iﬂ_8dﬁ
7 [T 1
= —— —dv
2 /_W 4 — cos ¥

T 1
N _l/o 4—cos.19d19

ve buradan
T

Q 1
dd =
/0 4 — cosv V15

olarak elde edilir.



