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CEVAPLAR

Soru 1. (10 Puan) E c C olsun. E kiimesini kapsayan en kiigiik kapal kiimeye F kiimesinin kapanigi
denir. F kiimesini kapsayan en kii¢iik kiime C ise, F kiimesine yogundur denir. £ tarafindan
kapsanan en biiylik agik kiimeye E kiimesinin i¢i denir.

Yukaridaki paragrafta verilen bogluklara agagidaki anahtar kelimelerden uygun olanlar1 yerlestirin.

’smlr acitk kapali sayilabilir i¢ kompakt kapanig yogun baglantih ayrik

Soru 2. (12 Puan) Asagida ifadesi verilen teoremi ispatlayiniz.
"(zn) = (zn)+i (yn) kompleks dizisinin zy = z¢+iyp noktasina yakinsamasi icin gerekli ve yeterli sart
n n izisini ) n =
(zy,) reel dizisinin xy noktasma ve (y, ) reel dizisinin yy noktasina yakinsamasidir, yani lim z,, = zo
n—oo

icin gerekli ve yeterli sart lim x,, = z¢g ve lim vy, = yo olmasidir.”
n—o0o n—oo

ispat: Oncelikle, lim z, = z ifadesini limit tanimiyla yazalim:
n—>o0

lim 2, =29 < Ve>0,INeN:Vn> N, |z, — 2| <&

n—oo

Burada, |z, — 2o ifadesi kompleks sayilarin arasindaki mesafeyi ifade eder. Ayrica, z, = x,, + iy, ve
zo = xg + 1Yo oldugundan

12— 20| = [(2n — 20) +i(yn —v0)| = V(20 —20)2 + (yn —y0)2 < €

gerceklenir. O halde lim z,, = 2o ve lim y, = yo'1 elde ederiz.
n—o0

n—oo

Diger taraftan, lim x, = x¢ ve lim y, = yo oldugunu kabul edelim. Bu durumda, Ve > 0,3N € N
n— o0 n—oo

boyle ki Vn > N, |z, — x| < % ve |yn — yo| < % Bu ifadeleri kullanarak |z, — zo| ifadesini ele

alalim:

|2n — 20 = \/(xn - 20)% + (Yn — Y0)?

N ()

Bu da Ve >0,3N €N boyle ki Vn > N, |z, — 20| < &1 gosterir, yani lim z, = zp’a yakinsar.
n—oo

Bu sekilde, limit tanimini kullanarak teorem ispatlanmig olur.



Soru 3.

Soru 4.

m Fen Fakiiltesi

(12 Puan) FE = {z € C: Rez <0} kiimesi C iginde kapali bir kiimedir. Gosteriniz.
Coziim: E€ = {z e C:Rez >0} = {z = (2,9) € C: 2 > 0} kiimesinin C icinde acik bir kiime
oldugunu gosterelim.

z € EC keyfi olsun. r = % > 0 dir. KeyﬁCeD(z,Rgz) igin % >[(-z=]z-¢] >2Re(z-¢) =

Imz-Re( veya Re( > Rez - % = % > 0 oldugiindan ¢ € E€ve dolayisiyla D (z, %) c ECdur.

z € E%keyfi ve D (2,8¢2) c EC oldugundan E°,C i¢inde agik bir kiimedir. O halde E,C i¢inde
kapali bir kiimedir.

(a) (15 Puan) cosa +cos(a+ f3) +...+cos(a + nf3) toplamin bulunuz.

(b) (15 Puan) (22:33)4 = zgtgggiz esitligini kamtlayimz.

Coziim:
(a) | | |
cosa +cos(a + B) + ... +cos(a+nB) = Re(e’®) + Re(e®*)) + ... + Re(e'(*H))
= Re(e™ + ¢ (@tB) 4 | 4 gilarnB))
=Re (em [1 +e® 4+ ei("ﬁ)])
i 1-— ei(n+1)ﬁ
1-¢if )
PR e—zﬂ)

=Rele

=Hele 1-¢# 1-¢7B

TR eioz 1— efzﬂ _ ei(n+1)ﬂ + ei(n)ﬁ
2 —¢if —e~if

i T
1 [ cos(ar) — cos(a - B) + cis(a +nf) —cos(a+ (n+1)5)
) i 1 —cos(p) ]

1 ——2sin (a - g)sin(g) + 2sin (a +np - g)sin(g)
2 i 28in2(§)

[ sin (a +nf - g) —sin (a - g)

2 | sin(g)

cos (a+ (n _21)6)8111(%)

cotd+i\* [cosd+isind\*
(cotﬁ—i) ) (cosﬁ—isinz?)

[ cos(49) +isin(40)
- (cos(419) - isin(419))
_ cot(49) +i

 cot(49) —1i
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Soru 5. (a) (12 Puan) |z| - z = 2 + i denklemini saglayan z karmagik sayilarin bulunuz.
(b) (12 Puan) 2%+ (1-14)z - 3i = 0 kuadratik denklemini ¢oziiniiz.
Coziim:
(a) z =z +iy olsun.
|z| —z=2+1
|z +iy|— (x +iy) =2+1
\/31327+y2 —r—iy=2+1
Va2+y2-z=2 | -y=1
Va2 +1=2+2 , y=-1

2 +l=4+4z+2% y=-1
3
== =1
x 1 Y

oldugundan z = —% — 1 elde edilir.

(b) 2%+ (1-1i)z - 3i = 0 kuadratik denklemini ¢oziimleri A = (1 —4)? —4(-34) = 10i olmak iizere,

:—(l—i):F\/Z

21,2
2

w = VA olmak iizere, w? = A = 10i = 10’2 bicimindedir. wy, = V10e“T*) L = 0,1 olmak
uzere,

—(1-4) FV/5(1 +14)
21,2 = 5

Soru 6. (12 Puan) f(z) = ¢¢ fonksiyonun Cauchy-Riemann kosullarim sagladigini gosteriniz ve tiirevini
bulunuz.

Coziim: z = z + 1y olsun. Bu durumda

eZTHiY

e = e (cosW)risin(y)) — e cos(y) (cos(e” sin(y)) +isin(e” sin(y)))

bulunur. Buradan u(z,y) = e W) cos(e®sin(y)) ve v(z,y) = e ¥ sin(e”sin(y)) biciminde
tamimlanmak olmak iizere,

e” cos(y) e” cos(y)

ug(z,y) = e* cos(y)e cos(e”sin(y)) — e* sin(y)e sin(e” sin(y)) = vy(z,y)
ve
uy (z,y) = —e”sin(y)e® os(¥) cos(e® sin(y)) — e” cos(y)e® W sin(e® sin(y)) = v (2, y)
gergeklenir. Boylece, Cauchy-Riemann kogullari saglanir. Boylece tiirevi,
f'(2) = ua(@,y) - iva(2,y)

= e”(cos(y) +isin(y))e® W cos(e” sin(y)) + ie”(cos(y) +isin(y))e® W sin(e” sin(y))

¢®(cos(y) +isin(y))e® W (cos(e” sin(y)) + isin(e” sin(y)))

PROPRITC cos(y)eze sin(y)

_ eac+iyeeg””y

ez

=e"e

elde edilir.

Basarilar Dilerim...®



